Lineare Algebra II FS25 Nicolas Bartzsch

0 Wiederholung: Vektorrdume und Basis

Bevor wir uns mit dem neuen Stoff beschéftigen, blicken wir zunéchst zuriick in die
Lineare Algebra I. (Fiir eine komplette Wiederholung siehe Lineare Algebra I, Woche 10).
Folgende grundlegende Zusammenhinge fiir LGS und Matrizen sind weiterhin wichtig:

Folgende Aussagen sind fiir A € R™*™ dquivalent:
e rang(A) =n
e Das LGS Ax = b ist fiir beliebiges b l6sbar
e Das LGS Ax = b hat genau eine Losung
e Das homogene LGS Az = 0 hat nur die triviale Losung
e Die Zeilen und Spalten von A sind linear unabhéngig
e A ist invertierbar (regulér, nicht singulér)
o det(A) #0
e Die Spalten von A bilden eine Basis von R"
e Der Kern von A besteht nur aus dem Nullvektor

e Kein Eigenwert von A ist 0

0.1 Vektorraume

Wir wollen unsere Vorstellung von Vektoraddition und Multiplikation, von den uns be-
kannten Vektorpfeilen im Raum und Ebene, auf alle moglichen Vektoren abstrahieren
(verallgemeinern). Damit kénnen wir spéter die Eigenschaften von Vektoren auf z.B.
Funktionen (welche sich als Vektoren darstellen lassen) anwenden. Formell konnen wir
Vektorrdaume wie folgt definieren:

Sei V' eine Menge von Objekten. V' heisst Vektorraum, wenn eine innere Operati-
on (Kombination von zwei Objekten) und eine dussere Operation (Kombination
eines Objekts mit einem Skalar) definiert sind:

Innere Operation:
e VxV-V

(a,b) » a®b
Aussere Operation:
OKxV >V
(,a) » a®a



https://n.ethz.ch/~nbartzsch/notizen/notizen_lin_alg_I/Uebung_10_Repetition.pdf

Lineare Algebra II FS25 Nicolas Bartzsch

Es miissen nun sowohl eine innere als auch eine &ussere Operation definiert werden.
Schauen wir uns diese einmal genauer an.

Innere Operation:

S VxV -V

Hier nimmt 6 zwei Vektoren a, b aus einer Menge V' und ordnet dem Paar einen anderen
Vektor in V' zu.

(a,b) » a®b

zeigt uns dann genau wie diese Operation definiert ist.
Aussere Operation:

O:KxV =V

Hier nimmt ® einen Vektor a aus einer Menge V' und einen Skalar o und produziert einen
neuen Vektor in V.

(v,a) » a®a

zeigt uns dann genau wie diese Operation definiert ist.

Basierend auf diesen Operationen miissen nun folgende Axiome gelten:

Axiome fiir Vektorraume

(A1) Vu,v e V : uPv=vu
(A2) Yu,v,w € V : (udvV)Gw=ud (vdw)
(A3) J0e€V, YueV: ud0=u
(A )VueV,I—ueV: u® (—u)=0
(M1) Vo, B € R, Yu eV : a®(Bou)=(a-B)Ou
(M2) Va, BER, YVu,veV: (a+8)0u=(a@u)® (80O u)
(M3) Vue V: l1ou=u

Nun kennen wir alle Regeln und koénnen iiberpriifen, ob eine Menge ein Vektorraum
beschreibt. Dafiir miissen wir alle Axiome iiberpriifen. Ausschlaggebend sind hier die
Operationen nicht die Objekte.

0.2 Unterriaume

Ein Unterraum ist eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V', welche folgende
Eigenschaften erfiillt:

i) VuvelU : udvel
i) VaeR, VueU :a®uelU
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Dabei sagt uns (i), dass die Summe von zwei Elementen aus U weiterhin ein Teil von U
ist. (ii) sagt uns, dass wenn ein Element aus U mit einem Skalar multipliziert wird, so ist
das skalierte Element weiterhin ein Teil von U. Aus diesen Eigenschaften folgt, dass ein
Unterraum auch ein Vektorraum ist und immer den Nullvektor enthélt.

0.3 Erzeugendensystem und Basis

Sei v := Y !, x;v;, dann ist v eine Linearkombination von vy, ...,v,. Die Menge aller
Linearkombinationen nennt sich lineare Hiille und wird mit span(vy,...,v,) abgekiirzt.
Diese Menge aller Linearkombinationen ist ein Vektorraum V. Die Vektoren vq,...,v,
sind dann ein Erzeugendensystem von V. Es lassen sich alle Vektoren in V' durch Line-
arkombinationen der Erzeugendenvektoren bilden.

V3

CP)
U1
L> = span(vy, ..., v,)
Wenn alle Vektoren vy, ..., v, eines Erzeugendensystems linear unabhéngig sind, dann

bilden sie eine Basis. Die Vektoren heissen dann Basisvektoren.

In 2-D wird oft die Standardbasis verwendet. Diese besteht aus den Vektoren

S (1 Y
€y = (0) und €, = <1>

Jeder 2-D Vektor kann eindeutig als Linearkombination dieser beiden Basisvektoren dar-
gestellt werden. Wir kénnen jedoch auch zwei andere, linear unabhéingige, Vektoren als
Basisvektoren verwenden. Seien beispielsweise

g = G) und & — (;) ,

auch hier konnen wir jeden 2-D Vektor eindeutig als Linearkombination dieser beiden
Vektoren darstellen. Beide Basen beschreiben hier also denselben Vektorraum. Wir sehen,
dass die Anzahl von Basisvektoren erhalten bleibt. Die Anzahl an Basisvektoren nennt
man Dimension. In unserem Fall mit V' = span(e;, €,) = span(e,, &) hat der Vektorraum
V' die Dimension 2. Es ist also moglich mehrere Basen fiir einen endlichdimensionalen
Vektorraum zu finden.

Versuchen wir nun einen spezifischen Vektor in der Standardbasis €, €, und der Basis
€y, €¢ auszudriicken. Betrachten wir hierfiir zunéchst den Vektor

3) = - T;0;.
(3)-%

In der Standardbasis suchen wir also x1, x5 sodass
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—

€x

é) = span(éy, ) L = span(é,, &)
(5) = (o)== 0)

Wir erkennen sofort, dass x1 = x9 = 3 sein muss. Somit ist der Koordinatenvektor

beziiglich der Standardbasis €, €,:
(3)
5 :
I7y

In der Basis €, & suchen wir nun z;, zy sodass

()= (1) +=(2)

Hier erkennen wir sofort, dass z; = x5 = 1 sein muss. Somit ist der Koordinatenvektor
beziiglich der Basis €, é:
1 uis

Der Koordinatenvektor héngt also immer von der gewéhlten Basis ab!
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1 Lineare Abbildungen
Seien V, W reelle Vektorraume. Dann heisst

F: VW, z— F(x)
lineare Abbildung, falls Vx,y € V, Va € R gilt:

i. Fle+y)=F(z)+ F(y)
ii. Flazx)=aF(x).

Wenn wir nun priifen wollen, ob eine Abbildung linear ist, dann miissen wir priifen ob i.
und ii. erfiillt sind. Als Beispiel betrachten wir die Abbildung

F:R—=R, z~ 3x.

Wir priifen nun i. und ii. fiir diese Abbildung;:

i. Flz4+y)=3+y) =3r+3y=F(z)+ F(y)
it. Flazx)=3(ar)=a-3z=a- F(x).

In diesem Fall ist die Abbildung F linear.

Aus den Bedingungen i. und ii. foglen bestimmte Eigenschaften die jede lineare Abbildung
besitzt. So wird z.B. der Nullvektor immer auf den Nullvektor abgebildet. Wenn ausser-
dem VW endlichdimensionale Vektorrdume sind, z.B. V = R", W = R™, dann kann
jede lineare Abbildung F : V. — W durch eine Matrix A € R™*" dargestellt werden.
Allgemein kann man eine lineare Abbildung in der Form

F:R"—=R" x~— Ax

schreiben, wobei A € R”*" die Abbildungsmatrix von F ist. Als Beispiel betrachten wir
die Abbildung F gegeben durch

, \ . r+y
F R = R, = |z —2y
y 3z

Wir kénnen die Abbildung in die Form = +— Az bringen, indem wir die Abbildungsmatrix
A bestimmen. In diesem Fall ist

. T4y 1 1 .
()|—> r—2yl =1 -2 ()
Y 31 3 0)\

———
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